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Capitulo O

Introduccion

En la asignatura de Teoria de Autématas y lenguajes formales vamos a tratar
los “cimientos”, los fundamentos tedricos de todo lo que tiene que ver con la informatica
y los computadores. No en vano a este campo se le denomina en ocasiones Informadtica
Teorica.

Estudiaremos los lenguajes formales, lenguajes con una estructura formal, matema-
tica, con unas reglas que nos permitiran usarlos de forma correcta. Veremos esas directrices
y posteriormente qué resultaria correcto y qué no ateniéndonos a ellas.

Construiremos autématas para poner en practica las posibilidades de los lenguajes.

Enlazando ambos, las gramaticas, asociadas tanto a los lenguajes como a los auto-
matas.

LENGUAJES FORMALES \ AUTOMATAS \ GRAMATICAS
L. REGULARES \ A. FINITOS \ G. REGULARES
L. INDEP. DEL CONTEXTO \ A. DE PILA \ G. INDEP. DEL CONTEXTO
L. RECURSIVOS FUNCIONES MI-RECURSIVAS
L. RECURSIVAMENTE MAQUINAS DE TURING A-CALCULO
ENUMERABLES PROBLEMAS

Las gramdaticas requlares son fundamentales para el estudio de los compiladores, puesto
que permiten hacer de forma cémoda el andlisis léxico. Las gramdticas independientes del
contexto, por su parte, nos facilitan el analisis sintactico.

En la segunda parte de la asignatura veremos el concepto fundamental que constituyen
las Mdaquinas de Turing, un modelo matematico de toda la teoria de la computacion. En su
contexto, las funciones mi-recursivas, en las que se basan todos los lenguajes imperativos,
y su equivalente base de los lenguajes de programacion funcional, el A-cdlculo.

Por 1ltimo, nos ocuparemos de los muchos problemas que se pueden resolver y también
de los que no se pueden resolver, que son aun muchos mas.
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Capitulo 1

Alfabetos y lenguajes

1.1. Alfabetos, palabras y lenguajes

Llamamos alfabeto, y lo representamos » ., a un conjunto finito de simbolos que
utilizamos para construir frases, programas, representaciones de nimeros. . .

Una palabra (o cadena) es una secuencia finita de simbolos de un alfabeto. A las
palabras se les puede dar significado e interpretacién como simbolos. Cada simbolo puede
a su vez ser interpretado como una palabra. Son palabras: pan, pppban,. ..

Ejemplo:

> ={a,b,1,2} Palabras: ab, ba, b12, ba2abbb

Representaremos por € (a veces por \) el concepto de palabra vacia, que es impres-
cindible y simboliza la palabra que no tiene ningun simbolo.

Se denomina cierre de sigma 6 sigma estrella, > ", al conjunto de todas las palabras
que se pueden construir a partir de un alfabeto.
Ejemplo:

S ={1,2} ~  Y'={1,2,11,12,21,22,111,...}

La longitud |w|! de una palabra es el nimero de simbolos del alfabeto que contiene.
Por ejemplo, [21221| = 5.
Concatenar dos palabras es poner una a continuacion de la otra:

SIS
(w, 2) ~ wz
¢ (neutro)
Se definen las potencias de una palabra:
N sin=20
T wwt o sin >0

Usaremos también otros conceptos simples y sencillos ampliamente conocidos, como
prefijo, sufijo, subcadena,. ..

1Por convenio, utilizaremos las letras a, b, c,... y los ntimeros 1, 2, 8,... para representar simbolos y
las letras u, v, w,... para representar palabras.
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La inversa ¢ traspuesta de una palabra es:

w Slw=-¢

wI: CLGZ

I .
y'a siw = ay, con x
yey,

Lenguajes

Dado un alfabeto cualquiera >, hemos definido >_". A partir de esto, decimos que un
lenguaje A es un subconjunto de >, A C >_".

Tenemos N; lenguajes. Sobre un mismo alfabeto se pueden tener diferentes lenguajes.
Un lenguaje importante es el lenguaje vacio, @. También es un lenguaje, y diferente, el
lenguaje {¢}.

Concatenacién de lenguajes:

weA
A~B—{ wr [ v eB }
Potencia de un lenguaje:

An — {e} n = 0 (potencia cero)
Tl A4 >0

Otras propiedades:
» A-{c} = A

» A-0=0.

» AUB, ANB.
A=Y"-A
A-(BUC)=ABU AC.
(BUC)-A=BAUCA.

Dos lenguajes son iguales cuando A C By B C A.

Se llama cierre de Kleene 6 cierre estrella de A, A*, a la union de todos los posi-
bles subconjuntos de palabras que se pueden formar con las palabras que estan presentes
en dicho lenguaje.

ACAL A A A=A
n=0
Si establecemos el limite inferior en n = 1, se obtiene el cierre positivo de A:
A =4t
n=1
Puesto que A° = {e}, A* y A" son iguales si A contiene la palabra vacfa; de lo

contrario, ambos se diferencian en {e}.
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Ejemplo:
A = {a}
AT = {a,aaq,a0aqa,...}
A" = {e,a,aa,aaa,...}

Otras propicdades:

n A A=A A=A,
Al ={wljw e A}.

= (AN = A

. (A-B) =Bl Al
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Capitulo 2

Lenguajes Regulares

2.1. Lenguajes sobre alfabetos

Sea Y = {ay,as,...a,} un alfabeto con n simbolos. Para ver que Y." es enumera-
ble simplemente podemos ver que es posible “contar” todas las palabras que se pueden
construir con él:

€ 0
aq 1
Qo 2
Qp n

a1ay n+1
a1a9 n—+ 2

a1y 2n
QoG 2n+1
A9as 2n + 2
ana,  n°

aja1aq n2 +1

Sin embargo, los lenguajes construidos sobre 3 podemos asociarlos con 22", de modo
que no es un conjunto enumerable.

Lenguajes regulares

Se definen:

J es un lenguaje reqular.

)
b) {e} es un lenguaje regular.
(c) Va € >, {a} es un lenguaje regular.
(d) Si A, B son lenguajes requlares = AU B, A - B, A*, B* son lenguajes requlares.

11
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Y solo son lenguajes regulares los que podemos obtener a partir de los basicos
aplicando un numero finito de veces los operadores indicados.
Asi,

{a' /i > 0} es un lenguaje regular porque es el cierre estrella de {a}
{a'V /i >0y j > 0} es un lenguaje regular porque es la concatenacién de
los cierres estrella de {a} y {b}

{a'b' /i > 0} no podemos afirmar que sea un lenguaje regular ateniéndonos

a esta definicién

2.2. Lenguajes y expresiones regulares

Se considera que:
(a) @y e son expresiones requlares.
(b) Va € >, a, entendiendo que a denota {a}, es una ezpresion reqular.

(c) Sir, s son expresiones requlares = rUs,r- sy r*, s* son expresiones regulares.

Dos expresiones regulares se dicen equivalentes si el lenguaje que definen es el
mismo. Representaremos por 7 a la expresion y por £(r) al lenguaje que define.

2.3. Automatas finitos deterministas

Un Autémata Finito Determinista (A.F.D.)! es una coleccidn de 5 elementos:

M=(>,Q5,F,0)

donde:
>~ es un alfabeto (denominado alfabeto de entrada)
Q es un conjunto finito de estados?
s € Q es un elemento especial que llamamos estado inicial
F C Q, conjunto que llamamos estados finales 6 de aceptacion
d una funcidn de transicion 6 : Q@ X > — Q
(Qia U) ~ 5(%7 3)
La funcion de transicion debe estar definida para todos los estados posibles, de no ser
asi el automata no se considera finito determinista.

2.3.1. Representaciones

Los A.F.D. se pueden representar tanto usando un grafo, donde cada nodo es un
estado, que si es final se representa con un doble circulo y si es inicial tiene una flecha
apuntandole, y cada transicion esta indicada por una arista.

También puede hacerse uso de una tabla de transiciones, donde se colocan estados
frente a simbolos del alfabeto y se rellenan las casillas segtin corresponde.

L Asf es como lo abreviaremos.
2A los elementos de Q los llamamos estados.
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2.4. Autématas finitos deterministas y lenguajes
Extendemos el concepto de la funcién ¢ de modo que:
6(g1, abab) = 6(6(6(d(q1, a), b),a),b) = ...

Una cadena se dice que es aceptada por un automata si éste, empezando en el estado
inicial y analizando toda la cadena, termina en un estado final 6 de aceptacién. Es decir:

Sea w € Y, es aceptada por el autémata si d(qo,w) € F

Dado un autémata finito cualquiera M, denotaremos por L£(M) el lenguaje que
acepta el autémata, y lo definimos como las cadenas/palabras construidas en nuestro
alfabeto tales que son aceptadas por el autémata:

LM) ={wed /dq,w) € F}

» Dado cualquier lenguaje regular, existe un autéomata finito que lo acepta, y viceversa.

» Dos autématas son equivalentes si el lenguaje que aceptan es el mismo:
L(My) = L(Me)

» Para que un A.F. acepte la cadena vacia sélo hay que hacer que el estado inicial sea
también un estado final.

2.5. Autdmatas finitos no deterministas

Nos encontramos con un A.F. no determinista cuando la funcion de transicion no
es tal, cuando hay estados en los que, ante la llegada de un simbolo, se puede ir a un
estado o a otro, por ejemplo. Se tiene, pues, que J ya no es una funcién; hablaremos de
relaciones o de funciones en otro dominio.

Un Autédmata Finito No Determinista es una coleccion de 5 elementos:

M=()_.0.F sA)

donde:
> es el alfabeto de entrada
Q es un conjunto finito de estados
F C Q es también un conjunto finito de estados finales 6 de acepta-
cion

s € Q es el estado inicial
A es una relacion de transicion, un subconjunto de: A C (Qx> ) x Q

Equivalentemente, podemos decir que la funcion de transicion A es una funcién cuyo
codominio es partes de Q:

A;szﬁzg
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(¢,0) ~ Alg,0) € Q
La representacion es idéntica al caso de los A.F.D., bien mediante grafos, bien me-

diante tablas de transiciones, donde en este caso en cada casilla puede ir un conjunto de
estados.

También es posible extender la interpretacion de la aplicacion de A a un sélo simbolo
a la aplicacién de A a una cadena, salvo que, esta vez, como cada simbolo puede llevarnos
a mas de un estado, lo definimos de la siguiente manera:

k
A(q17 q2, - - - 4k, U) = U A(Qz; O-)
i=1

A(qo,w), w € >." es un conjunto de estados si el autémata es AFN. Una cadena
serd aceptada cuando en dicho conjunto de estados haya algun estado final: A(qo, w)NF #
.

Dado un AFN, el lenguaje que acepta es, evidentemente, el formado por las cadenas
que acepta:

LM)={wed / Alp,w)NF #0}

Otro tipo de indeterminacion es la falta de especificacion.

2.6. Equivalencia entre AFD y AFN

.Se pueden simular unos autématas con otros? Es decir, dado un AFD, ;podemos
construir un AFN que acepte el mismo lenguaje? La respuesta es afirmativa, ya que todo
AFD se puede pensar como AFN, donde la A lleva siempre a un y sélo un estado. Aunque
se vea con menos facilidad, al revés también es posible hacerlo.

El procedimiento es siempre finito, porque de un AFN con conjunto de estados Q se
obtendrs como mucho un AFD con conjunto de estados P(Q), de cardinal 2/<!.

Los estados finales del AFD equivalente a un AFN dado serdn todos aquellos donde
haya alguno que era estado final en el AFN de partida.

. Cuadles son, pues, los motivos para que estudiemos ambos tipos de autématas si son
completamente equivalentes? En ocasiones un problema es mas facil de formular en detalle
con AFN.

Lo que acabamos de ver se expresa matematicamente:

Teorema.-

Sea M = (Q,>,s,F,A) un AFN. Existe un AFD M = (Q',>", ¢, F,0) tal que el

lenguaje que aceptan es el mismo?:

2.7. e-transiciones

Las definimos para permitir al autémata “hacer cosas” analizando una cadena sin
consumir nada de ella.

3Ver la demostracién por induccién en el libro.
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Dado un autémata M = (>, Q, F, s, A):
» sin e-transiciones tenfamos que A : Q x Y — 29
» ahora: A: Q x (Y U{e}) — 29

A la hora de representar, tanto en diagramas como en tablas, € se trata como un
simbolo mas. Las ventajas que aportan se traducen en una mayor potencia a la hora del
diseno del autémata.

2.7.1. Eliminacion de s-transiciones

Cuando pasamos de un AFN a un AFD, también hemos de censurar las e-transiciones.
Para ver como se hace esto, definiremos primero:

Dado un estado ¢ € @ de un autémata, llamamos e-clausura o e-cerradura, y se
denota € — ¢(q) = { conjunto de estados PP es accesible desde Q sin consumir nada de
la cadena (con e-transiciones®) }.

La e-clausura de un conjunto de estados es:

k

e—clpipa. ..okt =Je—c(p)
=1

También se define d(q,0) = {p,/ tenemos una conexién de ¢ a p etiquetada con o} es
decir, consiste en quedarnos sélo con los simbolos.
k

d({p1,p2, .. -p}.0) = Ud(pi,a)

i=1
Lo que se hace entonces para eliminar las e-transiciones es, pues, dado un estado ¢,
calculamos € — ¢(q), después a dénde vamos con un simbolo y de nuevo con &:

e —cld(e — c(q), 0)]

Con lo que hemos visto en los apartados anteriores y las e-transiciones, podemos
construir un autémata que acepte cualquier cadena.

2.8. Autématas finitos y expresiones regulares

Comenzaremos por lo mas béasico, que no es sino analizar como han de ser los automa-
tas que sélo aceptan el vacio, o la palabra vacia, o un tinico simbolo:

Un autémata que acepte la unién de dos lenguajes, es decir, dados:

L(M;) asociado a M; = (Zl,/\/h, Qy, 51, F1,61)
L(My) asociado a My = (22, Ma, Qy, 59, F2, 02)

4Por ello siempre contiene el propio elemento.
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Se representaria:

Y tendria como caracteristicas:

L(M;) U L(My) '
Yo=2.U, 5(q,a){ 01(q,a) siqge€ Qra€ ),

Q=Q1UQUs 0s(q, @) siq € Q0 €3,
s (nuevo estado inicial)
F=FUF

De manera mas general incluso, podria escribirse:
L(M;) asociado a M; = (Zl,/\/h, Q1, 51, F1, A1)
L(My) asociado a My = (ZQ,MQ, Qy, 52, F2, Ay)

Con las mismas caracteristicas y funcién de transicion:

Ai(q,a) siq € Qr,a €
A(g, a) { As(q,a) siq € Qs,a € Z;

Anadiendo: A(s,e) = {51,582}

Un autémata que aceptase la concatenacion de dos lenguajes £(M;)-L(Ms) tendria

que los estados finales de M dejarian de serlo porque se irfan al inicial de Ma:

Con caracteristicas:

Z:Z1UZQ A(q,a){ 51((17@) SinQhanl

Q=Q1UQyUs 02(q,a) siq € Qa,a € 3,
S =851
F=5%F Anadiendo A(p,e) = {s2} Vpe F

En cuanto al cierre estrella (un lenguaje concatenado consigo mismo de 0 a todas

las veces que queramos):



2.8. AUTOMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES 17

Aqui también Q@ = Q U s, estado que se anade para que acepte la palabra vacia,
porque no sabemos si el autémata original lo hace; no se podria modificar el estado inicial
s1 vy ponerlo como final porque corremos el riesgo de modificar el lenguaje que acepta el
automata.

(Pueden los AF aceptar algo que no sean LR?

La respuesta es negativa. Dado un AF, siempre acepta un lenguaje, y ese lenguaje es
siempre un LR. Veremos cémo calcularlo.

Sea M =(Q,> s, F,A)

con s = qp

yAi={we > /A(g,w)NF # 0} (cadenas que de ¢; nos llevan a un estado final)

Ay es el lenguaje que acepta el automata; a partir de los A; intentaremos calcular Ag
como una expresion regular.

Lema de Arden.- “Una ecuacién de la forma X = AX U B donde ¢ ¢ A, tiene una
solucion unica X = A*B”.

Demostracion.- A*B = (AT Ue)B=ATBUB = (AA*)BUB = A(A*B)UB

X=A"BUuC
CNA*B=9o

} solucion mayor
Sustituimos en X = AX U B:
A*BUC = A(A*BUC)UB = A" BUACUB = A* BUBUAC = (A*Ue) BUAC = A*BUAC
(A*BUC)NC = (A*BUAC)NC
C=ACNC=CCAC

donde A no contiene a ¢, de modo que AC' deberia ser mayor que C, lo que se contradice
con lo que acabamos de obtener a no ser que C' = &, caso en el que A*B es solucion unica.

Hemos visto que, siempre que no lleve a engano, podemos identificar £L = L(M),
puesto que el lenguaje regular que acepta un autémata finito (ya sea determinista, no de-
terminista o no determinista con e-transiciones) se representa con una expresion regular.

Definamos ahora el lenguaje complementario de un lenguaje dado £(M) aceptado
por un autémata M construido sobre un alfabeto "

S (M) = L(M)

.Es el lenguaje complementario un lenguaje regular? Dado un autémata finito de-
terminista®, se tiene que d(s,w) = py p € F o bien p ¢ F. Segin la definicién,

5El uso de esta suposicién, la del determinismo, es muy significativa; si no se usase, no se podria hacer
el razonamiento.



18 CAPITULO 2. LENGUAJES REGULARES

M= (>,9,5Q9 — F,6) de modo que ahora una cadena que antes llegaba a un es-
tado de F no es aceptada, o, lo que es lo mismo, se aceptan todas las que no se aceptaban
en M, de modo que si, es un lenguaje regular.

Dados dos lenguajes requlares L1, Lo, también la interseccion £, N Ly es un lenguaje
reqular. Se puede demostrar:

L1,L: LR. = £y,L, LR.

por definicién £, U £y L.R.

de modo que (£; U Ly) = £, N Ly L.R.

2.9. Propiedades de los lenguajes regulares

Veremos a continuacién un lema que nos servira para probar que un lenguaje NO es
regular, no obstante, debemos tener cuidado porque no vale para verificar que si lo es.

Lema

Sea £ un lenguaje reqular infinito®. Existe una constante n de forma que si w € L,
|w| > n se tiene que w = wvx con

o] > 1
luv| < n

wiz € L Yi>0

Es decir, cualquier cadena de longitud suficiente se puede dividir en subcadenas de
modo que la primera parte se puede repetir tantas veces como queramos obteniendo siem-
pre cadenas del propio lenguaje.

Gracias al lema anterior, denominado lema del bombeo, podemos deducir algunas
otras propiedades de los lenguajes regulares:

Teorema

Sea M un AF con k estados:

1. L(M) # @< M acepta alguna cadena de longitud menor que k.

2. L(M) infinito & M acepta alguna cadena de longitud k < n < 2k.
DEMOSTRACION

1. “<«" es trivial.
“=7: sea w € L(M); si |w| < k, queda demostrado, y si |w| > k usamos

6Un lenguaje finito siempre es regular, porque siempre se puede representar por un autémata finito.
La propiedad que enuncia este lema la verifican todos los lenguajes regulares, aunque no sean infinitos.
Comprobaremos que un lenguaje no es regular demostrando que no la tiene.
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w = uvx
el lema del bombeo que nos dice que |uv| <k | — wiz € L Vi > 0.
o] > 1

Si hacemos i = 0,ux € Ly |ux| < |w|; en este punto, hacemos de nuevo
el mismo razonamiento anterior, que se detendra en algiin punto, puesto
que la longitud de una cadena es siempre finita.

2. ““'iseaw € Ljw| =n k < n < 2k — condiciones del lema del
W = uvx
bombeo — | |uv| <k | — wv'zx € L Vi > 0. Si tenemos una cadena
o] > 1
por cada ¢, indudablemente tenemos infinitas, de modo que el lenguaje
es infinito.
“=": si L(M) es infinito, entonces 3 n = |w| = k. Si k < n <
2k, queda demostrado; sino, si 2k < n, aplicamos el lema del bombeo
W = uvx
luv| < k | v’z € L. Como |v| < k, |uz| > k, y aplicamos el mismo
v > 1
razonamiento otra vez hasta encontrar una cadena de longitud entre k y
2k — 1.
Propiedad

Si Ly IC son dos lenguajes requlares, entonces también lo es LN K.

Esta propiedad es muy usada para determinar la regularidad de los lenguajes.
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Capitulo 3

Lenguajes Independientes del
contexto

3.1. Gramaticas regulares
Definicién

Una gramatica es un conjunto de 4 elementos:

G=(>_.N.SP)

donde:
> es el alfabeto de simbolos o los simbolos terminales
N es un conjunto de simbolos no terminales o variables
S es el simbolo inicial
P son reglas de produccion, sustitucion o reescritura

Las reglas de produccion, a veces se llamadas simplemente producciones, tienen la forma
A — w o bien (A,w) donde A es un simbolo no terminal y w es una cadena de simbolos
del alfabeto o terminales, y no terminales. Hay una serie de reglas para w:

a) w puede contener como maximo un simbolo no terminal.

b) si w tiene un simbolo no terminal, entonces éste es el simbolo que esta en el extremo
derecho.

Un ejemplo:

> ={a,b}
N = {S,A)

P:S— bA
A—aaA | b | ¢

Se intenta obtener a partir del simbolo inicial de la gramatica, usando P
las veces que haga falta con el objetivo de llegar a una cadena de simbolos
terminales.

21
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baaA = baaaal = . = baaaa . .. aab
baaaa . . .aa
bb

b

S = bA =

*
Para simbolizar la aplicacién de una regla varias veces se utiliza el simbolo — :

*
S = bA = b(aa)*A = b(aa)*b

*

S = b(aa)*d
*

S = b(aa)*

_|_
y para la aplicacién cero o mas veces — .

No son validas las producciones:
A = aBC porque contiene dos simbolos no terminales
A = Ba porque el simbolo no terminal no estd a la derecha

3.2. Gramaticas y lenguajes regulares

Las graméticas sirven para generar lenguajes. Denotaremos por £(G) el lenguaje gene-
rado por una gramatica G. Decimos que una gramatica nos genera un lenguaje de cadenas
tales que desde el simbolo inicial podemos llegar a ellas aplicando las reglas de produccion:

LG ={we) / §=uw)

Sea L un lenguaje regular cualquiera. Veamos que existe una gramatica G que lo
genera:

Dado un lenguaje £, sabemos que existe un A.F. que lo acepta. Llamemos M
(el lenguaje sera entonces £(M)) a dicho autémata:

M=(Q,)> s F,0)

Construyamos £(G) y veamos que también es aceptado por M.

Sea la gramatica:

G=WN.> ,8.P)
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con
=5 (mismo alfabeto de simbolos)
Q

= {(q,ap)/6(q,a) = p} U{(q,€)q € F}

(asociamos producciones y transiciones)

Al revés, si tenemos una gramatica G y queremos construir el AF que acepte su
lenguaje:

Sea G una gramatica regular,
G=WN.>_,8.P)
construyamos esta vez un AFN! definido de la siguiente manera:

M=(Q)> s, FA)

de suerte que
Q=N U{f}y otros, donde f es un estado nuevo

s=8

F=A{r}
A = 2 posibilidades

Las dos posibilidades para A son:

(a) A = 01,09,...0,B anadimos n — 1 nuevos estados ¢, qa, . .. gn—1:
A(A o109...0,) = A(q1,02...0,) = Aga, 03 ...0,) = A(¢n_1,0,) =B

(b) A = 04, 09,...0, anadimos igual que antes n — 1 nuevos estados ¢, qa, . .. Gn—1:
A(A o109...0,) = A(q1,02...0,) = Alg,03...0,) = A(qn_1,00) = f
con f el nuevo estado final

Puede distinguirse entre producciones lineales por la derecha (A — wB) y producciones
lineales por la izquierda (A — Bw); ambas son gramdticas requlares y generan el mismo
lenguaje, siempre que no se permita la coexistencia de las dos a un tiempo. No obstante,
pueden darse casos de equivalencias en que no se cumpla ésto pero la gramatica sea

regular, como por ejemplo:
S—aA | ¢

A —Sb

'Es més simple y sabemos que son equivalentes.
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3.3. Gramaticas independientes del contexto
Definicién

Una gramatica independiente del contexto es una 4-tupla tal que

G=W,3,8,P)

donde:
N = conjunto de simbolos no terminales
>~ = alfabeto 6 conjunto de simbolos terminales
S = simbolo inicial (sfmbolo no terminal)
P = conjunto de producciones

En este caso, al conjunto de producciones simplemente le pedimos que sea:
PCN x(NU Z)*
es decir, no le imponemos las condiciones que dictabamos para las G.R.

El lenguaje que genera una G.1.C. se denomina lenguaje independiente del con-
texto, y, por lo que acabamos de resenar, toda G.R. es una G.I.C. (el reciproco no es
cierto), y por tanto todo L.R. es un L.I.C. De hecho, los L.R. son un subconjunto estricto
de los L.I.C.

Se dicen independientes del contexto porque un simbolo no terminal puede sustituirse
independientemente de lo que lo acompane; en otro caso, se llaman dependientes y las
veremos mas adelante.

3.4. Arboles de derivacién

En ocasiones puede resultar ttil representar graficamente la secuencia de derivaciones
por producciones que se sigue para llegar a una cadena de simbolos terminales a partir del
simbolo inicial. Dicho gréfico tiene forma de arbol y se conoce como arbol de derivacion.

El drbol de derivacion se construye creando un nodo raiz con el simbolo inicial como
etiqueta. Los hijos de este nodo raiz seran cada uno de los simbolos que aparezcan a la
derecha de la produccién usada para reemplazar el simbolo inicial. Todo nodo cuya eti-
queta sea un simbolo no terminal, tendra como hijos los simbolos del lado derecho de su
produccién asociada. Los nodos que no tengan hijos seran siempre de simbolos terminales,
y leyendo todos los nodos hoja de izquierda a derecha se obtiene la cadena que deriva el
arbol.

Desgraciadamente, todas las derivaciones posibles para una cadena no tienen por
qué dar lugar al mismo arbol de derivacion. A raiz de este handicap surge el concep-
to de gramatica ambigua:

Una gramatica G es ambigua si hay dos o més drboles de derivacién distintos
para una misma cadena.
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A veces puede encontrarse una gramatica alternativa y equivalente a una gramatica
ambigua, es decir, que genere el mismo lenguaje. Sin embargo, si todas las G.I.C. para un
lenguaje son ambiguas (no hay ninguna gramética no ambigua que lo genere), entonces
el lenguaje no sélo es ambiguo sino que se dice que es un lenguaje inherentemente
ambiguo.

Usando el concepto de derivacién por la izquierda?, una gramatica serd ambigua si
existen dos derivaciones por la izquierda distintas para una misma cadena (lo que implica
que existen dos arboles de derivacién distintos). La definicion de derivacién por la
izquierda es:

Derivacion en la cual el simbolo no terminal al que le aplicamos una produccion
o regla de reescritura es siempre el situado mas a la izquierda o en el extremo
izquierdo de la cadena.

3.5. Simplificacion de gramaticas independientes del
contexto

Dada una G.I.C. jcémo podemos saber si todos sus simbolos y reglas de produccién
no son redudantes, si son todos necesarios,. .. 7

A continuacién presentamos una serie de algoritmos, denominados algoritmos de lim-
pieza que, aplicados sobre G.I1.C., nos proporcionan su “simplificacién”. Es decir, dada una
gramatica G = (N, >, S, P), la transformaremos en otra gramatica G' = (N, >, S, P’)
equivalente (es decir, L(G) = L(G")) de forma que

*

VA e N A= w conwez*

El primer objetivo es, pues, quedarnos con los simbolos no terminales que nos llevan a
algun sitio, sobre los cuales, aplicando reglas de produccién, podemos llegar a una cadena
de simbolos no terminales.

Algoritmo 1

1. Se toman los simbolos no terminales que dan directamente cadenas de
simbolos terminales aplicando alguna regla de reescritura.

2. Se toman los simbolos no terminales que dan simbolos terminales de los
que ya hemos escogido en el paso anterior.

3. Se repite hasta que no se incorpore ningtin simbolo nuevo.

Una vez hecho esto, nos interesa eliminar los simbolos a los que no se puede llegar
desde el estado inicial S; construimos G’ = (A, Y., S, P") mediante:

Algoritmo 2

1. Empezamos con N' =S ycon P’y > ag.

2 Anslogamente se definirfa por la derecha.
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2. Se escoge A €e NV A — w € P, se mete en P’ y todo simbolo no
terminal B de w se introduce en N’ y todo simbolo terminal o de w se
mete en Y.

3. Se repite hasta que no se puedan anadir nuevas producciones.

Es importante el orden en que se aplican estos dos algoritmos a una gramatica; debe

hacerse en el orden en que los hemos definido.

Producciones ¢

Son producciones de la forma A — . A se dice anulable si desde A se puede llegar

a ¢ tras haber aplicado una serie de reglas o producciones:

*
A — ¢

Si € no estd en £(G), todas las producciones £ pueden ser eliminadas; pero si no, no

puede hacerse tan a la ligera. Es esencial identificar los simbolos no terminales anulables.
Para ello contamos con:

Algoritmo 3

1. Identificamos los simbolos anulables directamente mediante una produc-
cién, A — ¢, y se introducen en .

2. Si se tiene una produccion B — w tal que todos los simbolos de w estén
en N, metemos B en N.

3. Repetir hasta que no se meta nada més en N.

Una vez identificados los simbolos anulables, se procede de la siguiente manera:

Si el lenguaje £(G) generado por la gramética G, G = (N, >, S,P), no contiene &,
existe la posibilidad de, como ya comentamos, eliminar todas las e-producciones (si
contiene ¢ al menos tendrd que quedar una, como veremos). Identificamos N con
el método anterior y modificamos nuestro conjunto de producciones de la siguiente
manera:

Se sustituyen producciones de la forma B — X, X, ... X,, por producciones B —
Y1,Ys,...Y, de forma que:

e Y, =X, si X; no es anulable.
o Y, =X, 0¢si X; es anulable.
e Y, #¢ Vi(yaque sino tenemos B — ¢, que es lo que queremos evitar).

Si el lenguaje contiene e, simplemente se consiente que sea anadida la produccién
S — e



3.6. FORMA NORMAL DE CHOMSKY 27

Una produccion de la forma A — B se denomina produccién unitaria o no gene-
rativa y suelen complicar las gramaticas de modo innecesario. El siguiente es un algoritmo
para eliminarlas en la medida de lo posible (s6lo afecta a P), y para ponerlo en practica
se define:

*
Unitario(A) ={BeN A = B usando sélo producciones unitarias}

Noétese que A € Unitario(A) porque A — A sin usar produccién alguna.
Algoritmo 4

1. Inicializamos P’ para que contenga todo P (esta vez, en lugar de anadir,
quitaremos).

2. VA € N obtenemos Unitario(A).

3. VA / Unitario(A) # A = VB € Unitario(A) de modo que se tenga
B — w € P, anadimos la produccion A — w a P'.

4. Eliminamos las producciones unitarias de P’.

3.6. Forma normal de Chomsky
Definiciéon

Dada un G.I.C., existe una gramatica equivalente que tiene una forma especial:

no contiene producciones € y todas las producciones son de la forma A — a
oA — BC.

El drbol de produccion de una gramdtica en forma normal de Chomsky es un arbol
binario.

Dada una gramética G = (N, Y, S, P), supuesto que € ¢ L(G) (su lenguaje no contie-
ne la palabra vacia), puede transformarse en una gramética en forma normal de Chomsky
de la siguiente forma:

¢ Se eliminan todas las producciones ¢, los simbolos inttiles y las produc-
ciones unitarias.

o Una vez realizado el paso anterior, puede asegurarse que A — w =
lw| > 1. Si |w| = 1, entonces w es un simbolo terminal (w € Y)); y si
|w| > 1 entonces se puede escribir w = Xy, Xy, ... X,.

¢ Si X; es un simbolo terminal o, lo sustituimos por un nuevo no terminal
C, y anadimos la produccién C, — o. Tras este paso, todas las pro-
ducciones son de la forma A — w con w un simbolo terminal o cadena
de no terminales.

¢ Por ultimo, se eliminan las cadenas con mas de dos simbolos no terminales
en el lado derecho, reemplazando cada produccion A = By, B,,...B,, con
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n > 2, por n — 1 producciones, de la siguiente manera:

A e B1D1
D1 — B2D2

an2 ? anan
donde los D; son nuevos no terminales.

Todo L.I.C. que no contenga £ puede ser generado por medio de una G.I.C. en forma
normal de Chomsky. En caso de que la contenga, simplemente permitimos a mayores sélo
que tenga la produccion § — €.

Si tenemos un arbol correspondiente a una G.I.C. en forma normal de Chomsky de
profundidad m + 1, significa que hay al menos un camino de esa longitud, que tendréa por
tanto m + 2 nodos. De ellos, m + 1 serdn no terminales, y el tltimo (hoja), terminal (todo
camino tendra como méximo un simbolo terminal). Ademas, la longitud de la cadena més
larga que se podra derivar con ese arbol serda 2™ (ya que en el nivel i el nimero maximo
de nodos es 23), o, lo que es lo mismo, para derivar una cadena de longitud mayor o igual
que 2™ la profundidad del arbol ha de ser por lo menos m + 1.

Lema de bombeo para L.I.C.

Sea £ un L.I.C. que no contiene ¢, ¢ ¢ L. Podemos afirmar que existe un
entero k para el cual si z es una cadena de £, z € L, y la longitud de z es
mayor que k, |z| > k, entonces z se puede escribir o descomponer como:

Z = uvwry

con las condiciones

luvwz| < k
|v| + |z] > 0 (no pueden ser vacios al mismo tiempo)

y verificando que las cadenas generadas mediante el siguiente bombeo estan en
el lenguaje £*:
w'wz'y € L Vi>0

La utilidad fundamental de este lema es encontrar una cadena de la longitud que nos
indica de forma que no se pueda descomponer de esa manera — lenguaje no I.C.

Resultado

Dada una gramética G = (N, >, S, P) con |N| = n, jes el lenguaje que gene-
ra, L(G) finito o infinito?

L(G) es infinito «— existe una cadena z € £(G) tal que su longitud verifica
9n=1 < |z < 271 4 2n,

3El nivel del nodo raiz es el nivel 0.
4Ver demostracién en el libro.
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Un lenguaje se dice decidible si, dada cualquier cadena z, se puede examinar si
pertenece o no a dicho lenguaje (es decir, si se puede derivar de su simbolo inicial aplicando
reglas de su gramaética). Para ver si un lenguaje es decidible o no tenemos el siguiente
lema:

Sea G = (N,>,S,P) una G.I.C. sin e-producciones y en forma normal de
Chomsky. Sea 2 una subcadena de Y_". Se puede determinar, para cada A € N/

. *
y para cada subcadena w de z si A——w?®.

Uno de los algoritmos que nos permite seguir las producciones correctas para llegar
del simbolo inicial a aceptar la cadena (ahora que sabemos que se puede hacer) es el
algoritmo CYK, que fue construido por Cooke, Younger y Kasami.

3.7. Propiedades de los lenguajes independientes del
contexto

Como ya podiamos anticipar, la unién, concatenacién y el cierre estrella de lenguajes
independientes del contexto dan como resultado lenguajes independientes del contexto. Sin
embargo, la interseccién no tiene por qué serlo. Lo que si ocurriréd sera que la interseccion
entre un L.I.C. y un L.R. (que, como sabemos, es a su vez un L.I.C. pero més restrictivo)
sf da como resultado un L.I.C.%

Tampoco el complementario de un L.I.C. es independiente del contexto.

3.8. Autématas de pila

Construiremos ahora un nuevo tipo de autématas, resultantes de proveer a nuestros
AF de una pila, con las caracteristicas habituales de esta estructura.

Definicién
Un autémata de pila no determinista (ADPND) es una 7-tupla:

M:(Q,Z,F,A,s,]:,z)

donde
Q = conjunto finito de estados
>~ = alfabeto de entrada
' = alfabeto de pila’
A = regla de transicion
s € Q = estado inicial (de partida)
z € I' = simbolo inicial de la pila®
F C Q = conjunto de estados finales (de aceptacion)

8

®Ver demostracién en el libro.

SEsto se usa también para probar que algunos no son L.I.C. Véase la demostracién en el libro.

"Puede ser distinto de >, son los simbolos que se manejan en la pila.

8No funcién, ya que es no determinista.

9A veces se representa por #, significa el fondo de la pila y suponemos siempre que ya estd marcado
al empezar; sino, se colocaria en el primer estado.
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La regla de transicion A se define por medio de ternas del tipo (¢q,0,7) con ¢ € Q,
o€ U{e} yv €T,y tras aplicarla se obtiene (p,w) donde p es el estado siguiente y w
una cadena de I'* que es la que se introduce en la pila.

CONSIDERACIONES

- Si se da A(p,0,7v) = & entonces la maquina se para.

- Pedimos que en la pila necesariamente haya un simbolo (la marca de inicio o fin de
pila):

AQQX(ZU{s})x \1:_/ xQ x I'™
no 'u{e}

Se llama descripcién instantdnea de un ADPND a la terna (¢, w,u), donde ¢ es el
estado actual, w la cadena de entrada que queda por procesar y u el contenido de la pila,
con el simbolo de la cima en el extremo de la izquierda.

3.9. Autématas de pila y lenguajes independientes
del contexto

Los autématas de pila no deterministas aceptan los L.I.C:

Sea G = (N,>.,S,P) una GI.C. y L = L(G) el lenguaje que genera. Buscamos el
ADPND que la representa; dicho autémata cumple:

Q = {q1.q2, 43}
r = NUY U{z}
F = {CJ3}

S=q

y su regla A estda compuesta por cuatro tipos de transiciones:

1. Introduccién del simbolo inicial en la pila: A(qi, e, 2) = {(ga2, S2)}.

2. Cambio de no terminales: A(ge,e,4A) = {(g2,w)} de modo que A — w es una
produccién de Py A es un simbolo terminal de N.

3. Lectura de terminales: A(qs, a,a) = {(g2,€)} con a € > no terminal.

4. Lectura del simbolo de fin de pila: A(ge, ¢, 2) = {(g3, 2)}

Podemos afirmar, pues, que si £ es un L.I.C., entonces existird un ADPND M que lo

acepta, L = L(M).

Es més, si L es aceptado por un ADPND, entonces £ es un L.I.C.
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3.10. Autématas de pila deterministas

Igual que pasaba cuando comparabamos AFD y AFND, si tenemos un ADPND en el
cual en cada movimiento (transicién) se hace una sola cosa, podemos construir un ADPD
que acepte exactamente el mismo lenguaje.

No obstante, si necesitamos hacer mas de un movimiento, por ejemplo en unas oca-
siones (segun lo que nos llegue y el estado en que estemos) almacenar un simbolo y en
otras compararlo con la cima de la pila y borrar el primer elemento de ésta, no podriamos
hacerlo.

Por tanto, y al revés que ocurria con los lenguajes regulares, con los lenguajes inde-
pendientes del contexto los ADPD y los ADPND no generan los mismos lenguajes. Es
mas, hay mucha mayor cantidad de lenguajes para ADPND:

3.11. Forma normal de Greibach

Ya para terminar este tema, veremos otra forma normal que se usa para las gramaticas
independientes del contexto que es de gran utilidad (sobre todo en algoritmos) por el
modo en que restringe la posiciéon en que pueden aparecer los simbolos terminales y los
no terminales.

Antes, veremos una serie de resultados y definiciones, para cuya demostracion y ejem-
plos remitimos al libro de texto:

Resultado

Si A — aB7y es una produccién de una GIC y B — (1|fs] ... |Gm son todas
las producciones que tienen a B en su lado izquierdo, entonces A — aB~ se
puede reemplazar por A — afiy|afey] ... |afBmy.

Definicién
Una produccion de la forma A — aA, donde a es una cadena de terminales
y no terminales, se dice que es recursiva por la derecha. Andlogamente se
define la recursividad por la izquierda'® cuando A — Aa.

Definiciéon

Una produccion de la forma A — aA, donde a es una cadena de terminales
y no terminales, se dice que es recursiva por la derecha. Analogamente se
define la recursividad por la izquierda cuando A — Ac.

Intentaremos evitar la recursividad por la izquierda, y para ello:

10Este tipo de recursividad no es deseable.
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Resultado
Si tenemos una GIC G y A un no terminal cuyas producciones son:

A — Ao|Aas|...|Aq,
A — BBl |Bm

puede construirse una graméatica equivalente anadiendo un nuevo no terminal
Z y reemplazando todas las producciones anteriores por:

Z — aq|ag|. . an|lag Z|anZ| . lan Z
Ahora si, llegamos a la definicién que da nombre a este apartado:
Definicién

Una GIC estd en forma normal de Greibach (FNG) si todas las produccio-
nes son de la forma A — aca, donde a es un simbolo terminal y o una cadena
de terminales y no terminales'!.

Todo lenguaje independiente del contexto puede generarse mediante una gramatica
independiente del contexto que esté en forma normal de Greibach.

Una definicién equivalente afirma que o puede ser una cadena de no terminales.



Capitulo 4

Maquinas de Turing

En este tema estudiaremos un dispositivo matematico en el que se basan las maquinas
(computadoras) actuales!, fruto de la inventiva del matematico A. Turing (1936), y que
en honor a él recibe el nombre de Maquina de Turing.

Entre otras cosas, con una Maquina de Turing podremos, ademés de aceptar lenguajes
mas generales que los regulares y los independientes del contexto, decidir si un problema
es resoluble o no, e incluso analizar si algo es un algoritmo.

4.1. Definicion de Maquina de Turing

Una Maquina de Turing es algo muy sencillo: es una coleccion de celdillas que se
extienden infinitamente. Cada celdilla almacena un simbolo y se tiene una cabeza lecto-
ra/escritora que puede moverse sobre ellas y leer o escribir en ellas. Formalmente:

Definiciéon
Una Maquina de Turing es una coleccién de 7 elementos:
M=(Q,> T,shF,50)

donde
Q es un conjunto finito de estados
>~ es un alfabeto de entrada
I' es otro alfabeto, alfabeto de la cinta
s € Q es el estado inicial
h €I es el simbolo blanco
F C Q es el conjunto de estados finales o de aceptacion

0:9xI'—= QxTI' x{L, R} es la funcién de transicién

La funcién de transicién ¢ transforma pares (¢, o) de estado actual y simbolo de la
cinta a ternas (p,t, X) de nuevo estado (estado siguiente), simbolo escrito en la cinta y
movimiento hacia la izquierda o la derecha de la cabeza lectora/escritora. Como se puede

La Tesis de Church-Turing afirma que cualquier cosa que haga una méquina puede hacerlo una
Maquina de Turing. Esta aseveracién no ha sido ni probada ni refutada, pero rige como admitida.

33
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observar, dentro de su indeterminismo (habré pares para los que no esté definida), cuando
esta definida, d es determinista.

NOTACION
Representaremos las descripciones instantaneas de una Maquina de Turing de dos
maneras:

» (g;, wiows), con g; el estado actual, w; la parte de la cinta que nos queda a la
izquierda (suponemos que leemos de izquierda a derecha normalmente), o el simbolo
sobre el que estd la cabeza lectora/escritora y wy el trozo de cadena que queda a la
derecha.

" 10y ... a ¢ay . . . a,, donde la cabeza lectora/escritora esté sobre ay, el estado ac-
tual es ¢;, etc?.

Entre las particularidades que haran especiales a estos dispositivos tenemos que en
las Maquinas de Turing no hay transiciones en estados finales y no se necesita consumir
enteramente las cadenas para aceptarlas o rechazarlas.

4.2. Maquinas de Turing como aceptadoras de len-
guajes

Una Maquina de Turing se puede comportar como un aceptador de lenguajes. Se
dird que una cadena w es aceptada si después de una secuencia de movimientos la Maqui-
na de Turing lleva a un estado final y para. Formalmente:

Definiciéon

Sea M = (Q,> ,T',s = q1,h,F,0) una Maquina de Turing. El lenguaje
aceptado por M es:

LM) ={we Z* | qw " wipws parap € Fy w; € T}

Rechazar una cadena supone que la maquina se queda parada en un estado que no es
final o bien entra en un bucle infinito.

Un lenguaje que es aceptado por una Maquina de Turing se conoce como lenguaje re-
cursivamente enumerable, término que incluye los L.I.C. y representa aquéllos cuyas
cadenas pueden ser enumeradas. El subconjunto de los lenguajes recursivamente enume-
rables que se paran en un estado no final cuando la cadena es aceptada se denominan
lenguajes recursivos.

Definicién
Se dice que una funcién de cadena f es Turing computable si existe una

Méquina de Turing M = (Q,> ., q1, h, F,0) para la cual qyw F* gju para
algin estado final ¢y € F, cuando f(w) = u.

2Remitimos a las anotaciones para estudiar su representacién grafica.
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4.3. Construccion de Maquinas de Turing

Construiremos una serie de Maquinas de Turing sencillas de modo que al combinarlas
podamos crear otras més complejas. Para ello definiremos en primer lugar la combina-
cion o composicion de maquinas de Turing.

Sean Ml - (Qla Za Fv 51, ﬁa Jfla 51) Yy M2 - (Q27 Za F7 52, ﬁy an 52) dos MéqUI'
nas de Turing sobre los mismos alfabetos de entrada ) y de cinta I'. Se supone
que Q1N Qs = .

La composicién de M; y M es la Maquina de Turing M = (Q, >, T', s, h, F, )
denotada por M1 M, donde

Q=0,UQ,
S =851
F=F

o1(q,0)  siqe Qi ydi(q,0) # (p,7,X) VpeFR
§(q,0) =< O2(q,0)  sige Qy
(s9,7,X) siqe€ Q1ydi(p,o)=(p,7,X) para algin p € F;

La composiciéon de M, y My se comporta como M hasta que ésta llega a un estado
final, momento en que cambia al estado inicial de My y se comporta como tal hasta que
termina.

4.3.1. Algunas Maquinas de Turing especiales

Denotaremos por:

R; a la Maquina de Turing que busca el primer blanco que haya a la derecha de la
posicién actual®.

Lz aquélla que busca hacia la izquierda el primer simbolo de la cinta que no sea blanco.

a la Maquina de Turing que escribe como salida un tnico simbolo, a, y permanece
sobre la misma celda.

R la Maquina de Turing que se mueve una celda a la derecha.

Todas estas Maquinas de Turing tienen simétricas que se denotan de modo andlogo.

4.4. Modificaciones de las Maquinas de Turing

Cualquier modificacion que se pueda hacer de la Maquina de Turing que hemos definido
puede anadirle mayor flexibilidad, pero en cualquier caso sera siempre simulable con ésta,
ya que todas tendran la misma potencia computacional (de cdlculo).

Veremos, no obstante, algunas pequenas variaciones:

3Remitimos al libro para ver su descripcién y funcién delta.
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= Nuestra Méaquina de Turing requiere siempre que la cabeza lectora-escritora se
mueva en cada transicion, ya que la funcién de transicion es 6 : Q x I'  —
Q x I' x {R, L}. Si la modificamos de forma que quede:

§:9xI' — Q9OxI'x{R, LS}

donde S significa no mowver la cabeza lectora-escritora, habilitaremos la posibilidad
de transiciones en las que leamos y escribamos y permanezcamos sobre la misma
celda. Siempre podria simularse leyendo, escribiendo, moviéndose y regresando con
un movimiento inverso.

= Otra modificacién sencilla es aquélla en la que cada celda de la cinta de nuestra
maquina se divide en subceldas. Se dice que la cinta tiene maltiples pistas. Se puede
interpretar como una nueva funcién de transicion:

§:9xI™m — OxI"x{R,L}

Se puede simular, si se tienen k pistas, con una Maquina de Turing cuyo alfabeto
de cinta esta formado por todas las k-tuplas sobre T'.

= También podriamos pensar en una Maquina de Turing cuya cinta se extendiese infi-
nitamente pero en una sola direccion (normalmente hacia la derecha). Se simularfa
simplemente con marcar con un simbolo una celda a partir de la cual no se podia
ir hacia la izquierda. Al revés, la Maquina de Turing con una cinta infinita en un
solo sentido puede simular una Maquina de Turing con una cinta infinita en ambos
sentidos si cuenta con dos pistas, cada una de las cuales representa una rama de la
cinta doblemente infinita a partir de un punto de referencia o control.

= Llamaremos Méaquina de Turing multicinta a la variacién para la cual se tienen
varias cintas, cada una de ellas con su propia cabeza de lectura-escritura controlada
independientemente. Sin duda, es la mas potente, pero también puede ser simulada
con una cinta con 2k 4+ 1 pistas (y ya hemos visto cémo se simula este tipo de
modificacion).

= La eliminacion del requerimiento de que la regla de transiciéon § sea una funcién
producira la construccién de Maquinas de Turing no deterministas. Simplemente, la
funcion se define sobre Partes de el conjunto destino de la funcién original. Su simu-
lacién se hard con una Maquina de Turing de 3 cintas, donde la primera tendra la
entrada, la segunda generarda una “copia” sobre la que se ensayaran sucesivamen-
te las posibilidades que se almacenan en la tercera hasta que se dé (o no) con la
aceptacion de la cadena.

4.5. Maquina de Turing Universal

La Maquina de Turing Universal es una Maquina de Turing que a partir de una
maquina de Turing M y una cadena de entrada w simula el comportamiento de M sobre
la cadena w.

Si codificamos una Maquina de Turing M = (Q,> ,T',s,h, F,0) que tenga un uni-
co estado final o de aceptacién? ¢, perteneciente a Q = (q1,¢2,...,¢,), y donde T’ =

4Para forzarlo basta con definirlo y afiadir las transiciones que lleven de los otros a él.
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(01,09, ...,0m,) de forma que g;, o; se representen por cadenas de ¢ unos y las directivas L
y R mediante 1 y 11 respectivamente, usando los ceros como separadores, una Maquina de
Turing Universal M, se puede implementar como una Maquina de Turing de tres cintas
para la que > = {0,1}. La primera cinta contiene la codificacién de ceros y unos de M.
La segunda, la codificacién del contenido de la cinta de M y la tercera guarda el estado
actual de M. M, analiza y compara el contenido de las cintas segunda y tercera con el
de la primera hasta que encuentra una transicién para la configuracién codificada o hasta
que agota las posibilidades. Se cumple, ademas, que la cadena final que quede en la cinta
de M, sera la codificacion de la cadena que hubiera quedado en M.
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Capitulo 5

Maquinas de Turing y Lenguajes

5.1. Lenguajes aceptados por Maquinas de Turing

Ya vimos en el tema anterior las definiciones de lenguajes recursivamente enumerables
y lenguajes recursivos. De su definicién (ver seccién 4.2, pagina 34) se deduce que todo
lenguaje recursivo es recursivamente enumerable, pero el reciproco no siempre es cierto
porque el contenido es estricto!.

5.2. Lenguajes Recursivos y Recursivamente Enume-
rables

Dado un lenguaje regular o, lo que es lo mismo, dado un autémata finito determinista,
puede construirse una Maquina de Turing que lo simule haciendo:

Q = QU{¢}

X=X
[ =Y U{h}

G
d(q,h) = (¢, h,S) Vg € F donde S significa no moverse

Es decir, que si £ es regular entonces también es recursivo?.
Del mismo modo, un autémata de pila (lenguajes independientes del contexto) no
determinista se puede emular con una Maquina de Turing de dos cintas, una que haga las

transiciones y otra que controle el apilamiento y desapilamiento. De modo que también po-
demos afirmar que si £ es independiente del contexto, entonces es también recursivo.

Teorema

Si Ly L9 son lenguajes recursivos, entonces L£1 U Lo también lo es.

Lema

1Es més, hay una cantidad bastante mayor de lenguajes recursivamente enumerables que de recursivos.
2Para todo AFND se puede construir un AFD equivalente, y viceversa.
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Sea L un lenguaje recursivo; entonces existe una Maquina de Turing M =
(Q,>°,T',s,h, F,d) que lo acepta, parando para cualquier entrada.

Sea M' = (Q,> ,T',s,h, @—F,J). Esta Maquina de Turing para en un estado
de F cuando se ejecuta sobre una cadena de £. Cuando la cadena no pertenezca
al lenguaje, parara sobre algin estado que no sea de F, es decir, pararia en
algin estado de Q — F.

En conclusion, si £ es un lenguaje recursivo, entonces Y " —L también.

Esta es una propiedad que en general no se cumple para los lenguajes recursivamente
enumerables.

Existen lenguajes recursivamente enumerables para los cuales sus inversos no son re-
cursivamente enumerables:

Para una cadena arbitraria de un lenguaje recursivo, la Maquina de Turing que la
acepta para siempre. Un algoritmo se puede considerar, pues, una Maquina de Turing
que para siempre, esto es, se asocia con un lenguaje recursivo.

Siguiendo el mismo razonamiento, los lenguajes recursivamente enumerables represen-
tan problemas irresolubles, para los que existen ejemplos a los que no se puede decir ni SI
ni NO.

Por tultimo, los lenguajes que ni siquiera son recursivamente enumerables, encarnan
problemas no abordables. Puesto que nuestra capacidad de computacion no los alcanza,
concluimos con la certeza de que este nuestro mundo de la computacién es limitado.

Teorema

Si Ly y Ls son lenguajes recursivamente enumerables, entonces £1ULy también
lo es®.

Teorema

Si £ es un lenguaje recursivamente enumerable para el cual >." —L también
es recursivamente enumerable, entonces £ es un lenguaje recursivo.

Se demuestra partiendo del supuesto que tanto £ como su opuesto son recursivamente
enumerables. Entonces, analizando cualquier cadena de Y." tendremos que o bien perte-
nece a uno o bien al otro, esto es, forzosamente uno de los dos la aceptara. Si tenemos
una maquina que nos simule su unién, forzosamente parara siempre. Para conseguir una
modificacién de la misma que acepte £ solo hay que sustituir los estados de aceptacién de
L por estados de rechazo, de modo que seguird deteniéndose siempre y aceptard L, esto
es, L habra de ser un lenguaje recursivo.

Teorema

Un lenguaje £ es recursivamente enumerable si y sélo si £ es enumerado por
alguna maquina de Turing.

3Ver demostracién en libro.
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5.3. Gramaticas no restringidas y Lenguajes RE

Definiremos en esta secciéon un ultimo tipo de gramaticas, el méas general y menos
restrictivo de todos los que hemos visto, resultante de “liberalizar” el lado izquierdo de
las producciones de una gramatica independiente del contexto.

Definicién

Una gramatica no restringida o gramatica estructurada por frases es

una 4-tupla
g = (N7Za S, P)

donde:

N es un alfabeto de simbolos no terminales

>~ es un alfabeto de simbolos terminales tal que N N> = &

s € N es el simbolo inicial (no terminal)
. . ae(NUI)T

P esun conjunto de producciones de la forma o« — (3 con .
punto der Pl SENLE

Teorema

Si G es una gramatica no restringida, entonces £ es un lenguaje recursivamente
enumerable.

DEMOSTRACION

Para una gramatica no restringida G se pueden listar todas sus cadenas del
tipo S = w ya que como el nimero de producciones es finito, también lo
seran ellas. De igual modo se puede proceder para las cadenas derivadas en
dos, tres,. .. pasos. Puesto que todo el £(G) podra ser listado de esta manera,
podra ser enumerado por una Maquina de Turing, es decir, es recursivamente
enumerable.

A la inversa, a partir de los movimientos de una Méquina de Turing (transiciones), se
puede generar un gramatica no restringida. Esta afirmacion nos demuestra que lenguajes
recursivamente enumerables se asocian con gramaticas no restringidas:

Teorema

Un lenguaje £ es recursivamente enumerable si y sélo si £ = £(G) para alguna
gramatica no restringida §G.
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5.4. Lenguajes sensibles al contexto y jerarquia de
Chomsky

Teorema

Una gramatica G = (N, Y, s, P) es una gramdtica sensible al contexto!
si todas las producciones son de la forma a — 3 con a,8 € (N U )Ty

af < 4]

Segtn esta definicion, en cada paso que aplicamos una derivacién la cadena o bien per-
manece igual (de la misma longitud) o bien aumenta, nunca decrece (esto no lo teniamos
en las gramaticas sin restricciones). Debido a esto reciben el nombre de gramdticas no
contractiles. Podemos ver que ademas supone un problema para la representacion de e,
la cadena vacia; permitimos que la regla s — ¢ pertenezca a P, como Unica excepcion.

Las gramaticas sensibles al contexto producen una clase de lenguajes, los lenguajes
sensibles al contexto, que esta estrictamente situada entre los lenguajes independientes
del contexto y los lenguajes recursivos, aunque en principio pudiésemos pensar que son
mas generales las I.C. porque permiten sustituir los simbolos sin restricciones. No permi-
ten, por el contrario, cambios de este tipo (con terminales y no terminales a la izquierda).
Ademas, ya que cualquier G.I.C. se puede poner en Forma Normal de Chomsky, las pro-
ducciones seran de la forma A — a o0 A — BC', que cumplen las especificaciones para
ser G.S.C. Asi, tenemos que los lenguajes sensibles al contexto son algunos mas que los
lenguajes independientes del contexto.

Lema

Sea G = (N, >, s, P) una gramética sensible al contexto. Entonces existe
una gramética sensible al contexto G; = (N1, , s1, P1) que genera el mismo

lenguaje y en la que s; nunca aparece al lado derecho de una produccién de
Py

Lema

Sea G = (N, >, s, P) una gramdtica sensible al contexto. Entonces existe una
M4équina de Turing que para sobre toda entrada y acepta £(G)®.

Lema

Si L es un lenguaje sensible al contexto, entonces es recursivo.
DEMOSTRACION

La demostracion consiste en probar que se puede generar una representacién

del lenguaje utilizando sélo ceros y unos®.

Lema

Hay lenguajes recursivos que no son lenguajes sensibles al contexto.

L. Sensibles al Contexto C L. Rec. € L. Rec. Enumerables

40 gramatica dependiente del contexto.
5Remitimos al libro para su demostracién.
6Remitimos a la descripcién detallada del proceso en el libro.
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En 1959, Noam Chomsky clasificé las gramaticas en cuatro familias: gramaticas no
restringidas, sensibles al contexto, independientes del contexto y regulares, conocidas co-
mo gramaticas de tipo 0, 1, 2 y 3 respectivamente. Los lenguajes que resultan de dichas
graméaticas también se identifican como lenguajes de tipo 0, 1, 2 y 3.

El siguiente diagrama de lenguajes se conoce como la jerarquia de Chomsky:

L. Regulares

L.I.C. deterministas

L.I.C. no deterministas

L. Sensibles al Contexto

L. Recursivos

L. Recursivamente Enumerables
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Capitulo 6

Resolubilidad

Como ya dijimos en su momento (seccién 4.2, pagina 34) una funcién Turing compu-
table es aquélla para la que existe una Médquina de Turing que computa f(w) para toda
w del dominio de f.

Por ejemplo, se tiene como funciéon computable la funcion caracteristica de un lenguaje
recursivo Xr.:

1 siwel
X = .
r(w) { 0 siw¢lL
Sin embargo, la funcién caracteristica de un lenguaje recursivamente enumerable no
es computable ya que hay cadenas para las que la Maquina de Turing que lo acepta no
para.

En este tema nos ocuparemos de los llamados problemas de decisién, como son
por ejemplo decir si, dada una gramdtica independiente del contexto G, L£(G) es vacio
(ver seccién 2.9, pagina 18), o, dada una gramética sensible al contexto, si una cadena w
pertenece al lenguaje que genera,. ..

Definicién
Se dice que los problemas de decisién son resolubles si existe un algoritmo

que es capaz de responder s7 0 no a cada uno de sus casos. Si el algoritmo no
existe, el problema se dice irresoluble.

6.1. El problema de la parada
El problema irresoluble més conocido es el problema de la parada para Maquinas
de Turing, que se enuncia como sigue:

Sea M una Maquina de Turing arbitraria con un alfabeto de entrada >,y
sea w € » .. Parard M con la cadena w como cadena de entrada?

El problema de la parada para las Maquinas de Turing es irresoluble.

La irresolubilidad del problema de la parada se usa para demostrar que otros proble-
mas también son irresolubles. La estrategia consiste en demostrar que si un determinado
problema se puede resolver ello implicaria que el problema de la parada también es reso-
luble.

45
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6.1.1. EIl problema de la cinta en blanco

Este problema consiste en decidir si una Maquina de Turing parara cuando comience
su ejecucion con una cinta en blanco. Este problema también es irresoluble.

DEMOSTRACION

Sea una Méquina de Turing M y una cadena cualquiera w € ) . Sea M’
la Maquina de Turing que comienza con una cinta en blanco, escribe en ella
w y posteriormente se reposiciona en la primera celda de w en el estado ¢
(primer estado de M) y la emula a partir de ahi. Si tuviésemos un algoritmo
que determinase si una Maquina de Turing arbitraria que comienza con una
cinta en blanco para, podriamos determinar si M’ para. Claro que M’ para si
y sélo si la Méquina de Turing M original para con la cadena w como entrada,
de modo que tendriamos una solucién para el problema de la parada, algo que
sabemos que no es cierto y que nos lleva a afirmar, consecuentemente, que el
problema de la cinta en blanco es irresoluble.

Esta técnica de demostracion (reducir un problema al problema de la parada) se
denomina reduccion.

6.2. El problema de correspondencia de Post

Un caso del PCP! se llama sistema de correspondencia de Post y estd compuesto por
tres elementos:

= Un alfabeto ).

= Dos conjuntos A y B con el mismo niimero de elementos, que seran cadenas no
vacias de > 0 A = {uy,ug,...,ux} y B={v,09,..., 0}

Una solucién para un caso del problema de correspondencia de Post es una secuencia
de indices 11, 9, . . . i, para los que se cumple:

Uiy Uiy -+ - Uy, = Vi Vg« ..U

n

El problema de determinar si un sistema de correspondencia de Post arbitrario tiene
solucion es el problema de correspondencia de Post, y no hay ningtin algoritmo que lo lleve
a cabo, de modo que, como veremos, es irresoluble.

Definiremos el PCP modificado (PCPM) como el PCP para el que buscamos una
solucion en la que la secuencia de indices debe comenzar por 7, = 1, es decir, u;;, = uy y
Vi, = V1.

Lema

Si el PCP es resoluble, entonces el PCPM también es resoluble.

I Abreviaremos asi el Problema de correspondencia de Post.
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DEMOSTRACION

Sean A = {uy,ug,...,ux} y B = {v1,ve,...,v;} una muestra del PCPM y
supongamos que cada u; = a;, a, - . @i, Y cada v; = b;, b, . .. bini'

Definimos para cada i:
Yi = a4y $ai2$ ce $(limi$ Yy Zi = $bz1 $b12 P $blnz

donde $ es un nuevo simbolo que no estd en » . Sea % otro simbolo que no
pertenece a Y ; construimos también:

?J0=$y1 20 =21
Yk+1 = % Zk+1:$%

Tenemos, pues el nuevo “juego de fichas”,

que es un PCP, problema que hemos supuesto que tiene solucion. Claro que
este PCP tiene solucion si y sdlo si el original PCPM tiene solucion, ya que
cualquier solucion debe comenzar por yp, ya que es el inico y; que empieza
por $, que es el primer cardcter de todos los z;, asi que i; = 0. Ademads, el
ultimo ¢ debe ser k + 1, pues sélo 2541 € yry1 coinciden en su tltimo simbolo.

Por tanto, las fichas se ordenaran,

es decir,

i$a11$a12...$a1m1$;...$ % :i$b11$b12$"'$b1"1/$”' é(Zo/
ficha k+1 ficha k+1

Vo vV
ficha 0 ficha 0

Eliminando los $ se tiene

UL WUjy - - - Uj,. = V1V4y - - . V;

r

de donde se deduce que si el PCP es resoluble, lo es el PCPM.

Gracias a este lema podremos demostrar que el PCP es irresoluble si demostramos que
el PCPM, que es mas estructurado y por tanto simplificara el proceso, es irresoluble. Para
ello, demostraremos que si el PCPM tuviese solucién, el problema de la parada también
la tendria.
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Demostracién de la irresolubilidad del PCPM

Supongamos que el PCPM es resoluble, que existe un algoritmo que determina si tiene
solucién un PCPM cualquiera. Pretendemos demostrar que hay un algoritmo que puede
determinar si una Maquina de Turing arbitraria M parard con una entrada w.

Cualquier Maquina de Turing puede convertirse en una maquina que sélo para en un
estado de aceptacion, haciendo que si para en algin estado de no aceptacion se introduzca
en un bucle o algo asi. Esta modificaciéon no afecta al lenguaje que acepta la maquina.

Sea M = (Q,> ,T',s,h, F,§) y una cadena w sobre » . Construiremos una muestra
del PCPM para el que la determinacién de si tiene solucién (que suponemos que podemos
hacer) sea equivalente a determinar si M para sobre la entrada w.

(Ver el resto de la demostracién en el libro, pagina 248 en adelante.)
El razonamiento realizado, pues, tiene el siguiente esquema:

1. Demostramos que el problema de la parada es irresoluble.
2. Argumentamos que si el PCP es resoluble = el PCPM es resoluble.

3. Asimismo, si el PCPM es resoluble = el problema de la parada también
lo sera.

4. Pero el problema de la parada es irresoluble, de modo que el PCPM se
deduce irresoluble.

5. Y puesto que el PCPM es irresoluble = el PCP es irresoluble.

6.3. Irresolubilidad en lenguajes independientes del
contexto

Como ya vimos en los temas 2 y 3 muchas de las preguntas que se pueden responder
para lenguajes regulares se convierten en preguntas irresolubles para gramaticas indepen-
dientes del contexto. La irresolubilidad del PCP proporciona una herramienta ttil para
demostrar la irresolubilidad de algunos problemas.

El planteamiento sera el de costumbre: sobre una pregunta acerca de graméticas o
lenguajes independientes del contexto, si es decidible, el PCP lo seria también.

Antes de nada veremos, pues, cémo se construye una graméatica independiente del
contexto a partir de un sistema de correspondencia de Post arbitrario:

Sean >, A = {uy,ug,...,ux} y B={v1,va,...,v;}, asi como I = {1,2,... k}. Sean
entonces G4 = ({Sa}, > U{1,2,...,k},Sa,Pa) vy G = ({SB},D_U{1,2,...,k}, Sg, Pp)
donde S, y Sp son simbolos nuevos, P4 contiene producciones de la forma Sy — w;Saa;|u;a;
y Pp de la forma Sp — v;Spi|u;i.

Por la forma de estas dos gramaticas se tienen dos resultados:

= Si este PCP tiene solucion, serd de la forma:

Uiy Uiy -+ Uy, = Vi Vg« . .U

n
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que se generan por las gramaticas definidas en el siguiente formato:
Uiy Wig -+ - uininin—l .. .igil = 'Uﬂﬂ)h Ce Uininin—l Ce igil
y por tanto ambos lenguajes tienen algtin elemento en comun,

L(Ga) N L(Gs) # 2

= Por otro lado, si tenemos alguna cadena

w € L(Ga)NL(GB)
quiere decir que
W = Uiy Uy - - - uininin—l .. 2.22.1 = Uﬂﬂ)m c. Uininin—l e igil
es decir, el PCP tiene una solucion:
Uiy Uy -+ - WU, = Vi Vg« . . Vg,
Por tanto, podemos deducir el lema que se expone a continuacion.

Lema

El problema de la interseccion vacia para dos graméaticas independientes del
contexto arbitrarias es irresoluble.

También se tienen los siguientes resultados:
Teorema

Para una gramética independiente del contexto arbitraria, la pregunta £(G) =
S=" es irresoluble.

No tenemos un algoritmo que resuelva esta cuestiéon. Lo demostraremos:

DEMOSTRACION

Poder decir si £(G) = Y_* es equivalente a poder responder si £(G) = @. Sea un
PCP cualquiera y construyamos G4 y Gp. Llamemos £ = £(Ga) U L(Gp)(*). Entonces,
L =L(Ga)NL(Gp) y como esto ultimo no lo podemos saber, se deduce que no podemos

saber si L(G) ="
Teorema

El problema de la ambiguedad para gramaticas independientes del contexto es
wrresoluble.

2En general, no tiene por qué cumplirse que el complementario de un lenguaje independiente del
contexto sea independiente del contexto (asi como tampoco se cumple para la interseccién de dos). Se
cumple sin embargo en los regulares y también para £(Ga) y L(Gp).
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DEMOSTRACION

Sea un PCP y G4 y Gp las gramaticas que generamos a partir de él, que no son
ambiguas. Construyamos otra gramaética G para la que:

N:{S7SA7‘SB}
P:PAUPBU{SHSALSB}
S

T el mismo

Si pudiésemos decir si es 0 no ambigua, podrian pasar dos cosas:

1. Sies ambigua es que hay una cadena que se puede generar de estas dos formas:

S=51s= ...
S= 8= ...

Claro que una cadena asi estaria en la interseccion de los lenguajes generados por
las dos gramaticas relativas al PCP, es decir, daria una solucién al PCP, lo cual
sabemos que no es posible.

2. Reciprocamente, si no es ambigua, no hay ninguna cadena en la interseccién, pero
esto hace que sepamos con certeza que el PCP no tiene solucién, y sabemos que
para dicho problema no sabemos decir si la tiene o no.

De modo que se sigue que el problema de la ambigiiedad no puede ser resoluble.
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Funciones p-recursivas

En este tema analizaremos qué funciones necesitamos 'y como las construiremos para
sacar toda la potencia de una Maquina de Turing, esto es, aquéllas necesarias para la cons-
truccién de lenguajes de programacién imperativos (qué es lo minimo que ha de tenerse)?.

Asi pues, jqué clase de funciones estudiaremos? Pues aquéllas de la forma:

f:N* — N7
Distinguiremos entre funciones totales (definidas para cualquier entrada, para cual-
quier valor del dominio = N") y funciones parciales (definidas en X, su dominio es

dom(f) C X). Estas definiciones suponen que las funciones totales se pueden tratar como
un subconjunto de las parciales.

Ejemplo:

parte entera x/y

aiv(e) = { 2SS
N> — N

7.1. Tipos de funciones

7.1.1. Funcionn z

Establece una correspondencia entre la cadena vacia y 0:

z:N — N

2() =0 o bien T o~ @) =0

Se puede ampliar el concepto para que asigne a cualquier cadena el 0.

7.1.2. Funcion siguiente

Establece el sucesor de un elemento:

r:N — N
r ~ sx)=z+1

IPara los lenguajes funcionales, esto lo analiza el A—cdlculo.

o1
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7.1.3. Funcion proyeccién

Devuelve una posicion concreta de un vector de elementos:

P :NxN...xN — N

(X1, Toy o Ty )~ Ty

Ejemplos:

P}(7,5,2) =5
P}1,2,4,2) =1

7.1.4. Composicién y Recursion primitiva

Con las funciones basicas que acabamos de ver construiremos muchas otras usando la
composicion y la recursion primitiva.
Composicién

Podemos definir:

COMBINACION

f:NFf — N7
g:Nk — N”

fxg:Nv — Nmin
fxg@) ~ (f(2),9(2))

donde ¥ es un vector de k componentes.
También hacemos:

COMPOSICION

f:Nf — Nm
g:Nk — N"

fog:NF — Nm
T~ glf(z)]

Recursién primitiva

Veamoslo primero con un ejemplo y luego generalizaremos.

Supongamos que queremos una funcién que nos de el nimero de nodos en un arbol
completo y equilibrado si cada nodo que no es hoja tiene = hijos y la profundidad del
arbol es y:

f:N? — N

f(z,y) ~  num. nodos
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Podria enunciarse:

f(,0) = a°
— Y.
flry+1)= g ml—l— f(x,y)
este nive niveles anteriores
Usando. . .

h:N* — N
h($,y,2) ~  ztat-w

podemos definir f a partir de g y h por recursién primitiva de la siguiente manera:

f(x,0) = g(x)
f(z,y +1) = h(x,y, f(z,y))

Definicién general

g:Nf — Nm
h: Nktmt+l . N™

f(f,()) = g
f@y+1) = h(z,y f(Z,y))

f . Nk+1 — N™

7.1.5. Funciones recursivas primitivas

.Nos llega ya con lo que tenemos? Pues podemos ver que atin no si nos damos cuenta
de que hemos estado trabajando todo el rato sélo con funciones totales.

A partir de las funciones bésicas (cero, siguiente y proyeccion) y aplicando un nimero
finito de veces los operadores (composicion y recursion primitiva) obtendremos un nuevo
grupo de funciones que denominaremos funciones recursivas primitivas.

Funcién suma

mas(z,0) = x = Pl(x)
mas(x,y + 1) = (z +y) + 1 = h(z,y, mas(x,y)) = s(Ps(z,y, mas(z,y)))

Funciones constantes
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Funcién producto

mult(z,0) =0 = z(x)
mult(z,y + 1) = o+ mult(z, ) = h(z, y, mult(z, 3)) = mas(Py, Pz, y, muls(z, y)]
= mas(z, mult(z,y))

Funcién exponenciacién

exp(z,0) =1 (funcién constante 1)
exp(z,y + 1) = h(z,y, exp(z,y)) = mult(z, exp(z,y))

Funcion predecesor

pred(0) = z() =0
pred(y + 1) = h(y, pred(y)) = PZ(y, pred(y))

Funcién monus (-)

Es la sustraccion propia, que devuelve la diferencia z —y si x > y y 0 en caso contrario:

monus(z,0) = Pl(x)
monus(z, y + 1) = h(z, y, monus(z,y)) = pred(monus(z, y))

7.1.6. Predicados

Podemos considerarlos como otro tipo de funciones, que devuelven siempre 0 6 1. Por
ejemplo,

1 si z=y
eq(w,y)={0 S ozy

., Coémo lo ponemos en forma recursiva primitiva? Sencillo:

eq(z,y) =1—((y—z) + (x—y))
eq(z,y) = monus(1, mas(monus(y, ), monus(zx, y)))

Otro ejemplo:

1 si x
neq(w,y)Z{O LTy

sl =1y

En forma recursiva primitiva:
neq(z,y) = monus(1, eq(z,y))

Si tenemos una funciéon que coincide con una recursiva primitiva salvo en un nimero
finito de puntos, también es recursiva primitiva:
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7 x=0
1 r=1
f@ =93 r=5

g(z) recursiva primitiva en otro caso

Se puede escribir:

eq(x,0) - 7+eq(x,1) - 1+ eq(z,5) - 3+ neq(x,0) - neq(x, 1) - neq(x, 5) - g(x)

Funcion cociente

| parteenteradexz+y si y#0
COC(ZL‘,y)—{ 0 si y:O
Equivalentemente:
coc(x,0) =0
coc(z,y) =

Sin embargo, hay funciones computables que no podemos construir de esta manera
(expresandolas como recursivas primitivas). Un ejemplo es la funcidn de Ackerman, que
se define:

A0,y) =y +1
Alx +1,0) = A(z, 1)
Alx+1,y+1) = Az, Az + 1,y))

Esta funcién permite enumerar todas las funciones recursivas primitivas que hemos
visto hasta ahora.

A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0, A(0,1)) = A(0,2) =3
A(2,1) = A(1, A(2,0)) = A(1, A(1,1)) = A(1, A(0, A(1,0)))
= A(1, A(0, A(0,1))) = A(1, A(0,2)) = A(1,3) = A(0, A(1,2))
= A(0, A(0,A(1,1))) = A(0, A(0, A0, A(1,0)))) = A(0, A(0, A(0, A(0, 1)))) =
= A(0, A(0, A(0,2))) = A(0, A(0,3)) = A(0,4) =5
En general,
ALy) =y +2
A2,y) =2y +3
A(3,y) =2v"3 -3
Aty =2 =3

teN f@) < A4, 1)
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7.1.7. Funciones p-recursivas 6 recursivas parciales

Hemos trabajado constantemente con funciones totales, jacaso no pueden definirse
funciones parciales sobre otras funciones parciales? Por supuesto que es posible, y se
hace:

f:N* — N
g: N+ N

. Cémo definir f(z) a partir de g? Pues lo haremos asignandole ¢g(Z,y) = 0 con la
menor y posible y con la condiciéon de que ¢(Z,z) esté definida para todo valor de z
anterior a y. Se representa:

Un ejemplo:

9(0,0) =2 ¢(1,0)=3 (2,0)=8
9(0,1)=3 g¢g(1,1)=4 g¢g(2,1)=3
9(0,2) =1 ¢(1,2) =0 g¢(2,2) = no definida
9(0,3) = 5 9(2,3) = 6
9(0,4) =0 g(2,4) =0

En este caso:

£(0)
S(1)

f(2) no estd definida porque g no lo estd para todos los anteriores

4
2

De modo que asi podemos definir unas funciones parciales a partir de otras, por ejem-
plo:

div(z,y) = pt[(z + 1) — (mult(t,y) + y) = 0]

Con lo que hemos visto, si tenemos ahora cubiertas todas las funciones computables
posibles. De hecho, la tesis de Church-Turing afirma que para definir un lenguaje sélo
se necesita hacer:
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enteros no negativos, no definicién tipos;

incr nombre;
decr nombre;

while nombre <> 0 do

end;

o7
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Capitulo 8

Estudio de la Complejidad
Computacional

En uno de los temas anteriores (capitulo 6, pagina 45) vimos que hay problemas que
carecen manifiestamente de soluciéon alcanzable. Otra situacion que se da en ocasiones
es la de tener un problema cuya solucién sabemos cémo calcular pero que no puede ser
alcanzada en un tiempo asequible. En torno a esta idea se definen los conceptos de pro-
blemas tratables y problemas intratables.

Se definen:

ntmero de pasos dados si M (M.T.) termina con entrada x

Time Dy (z) = { no definida en otro caso

{ ntimero de celdas usadas si M (M.T.) termina con entrada x

Space Dy () no definida en otro caso

Dada una funcién t(n), se dice que DTM! estd en un tiempo t(n) si el tiempo que
tarda en acabar estd acotado por dicha funcién (andlogamente para el espacio).

Si una NDTM? estd en t(n), entonces su DTM asociada estd en ¢ - [t(n)].

La complejidad de la verificacién de un problema suele equivaler a la complejidad no
determinista en términos de MT.

8.1. Clasificacion de problemas

Se definen diferentes clases de problemas:

Problemas P Reciben este nombre los problemas tratables (que podemos
resolver) con una MTD en un tiempo polindmico, es decir, cuando t(n)
es un polinomio (complejidad n?).

Problemas NP Se llama asi a los problemas no tratables, aquéllos que re-
queririan un tiempo polinémico en una MTND.

IMéquina de Turing Determinista.
2Méquina de Turing No Determinista.

29
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Problemas PSPACE y NPSPACE Son problemas P y NP pero con res-
pecto al espacio que requieren. Resultan ser equivalentes (no asi los Py
los NP, alqo que todavia no estd probado).

Problemas Exponenciales Son los que consumen un tiempo exponencial
en una MTD.

Normalmente, siempre se necesita un poco mas de espacio que de tiempo, pero siempre
éste es el parametro mas importante.

Dentro de los problemas NP se tiene un tipo especial, los problemas NP-completos,
NP-duros o NP-dificiles, que, como su propio nombre indica, son de los mas compli-
cados (un ejemplo es el problema del grafo hamiltoniano en el problema del viajante).
Cualquier problema NP se puede reducir a uno de estos problemas NP-completos en
tiempo polinémico. Asimismo, dentro de los problemas NP-completos se puede “pasar”
de uno a otro.
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